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Abstract 
Desarmtnien, J. and D. Foata, Statistiques d’ordre sur les permutations color6es, Discrete 
Mathematics 87 (1991) 133-148. 
Un calcul explicite de distributions de statistiques d’ordre sur les permutations color6es est 
obtenu a I’aide de I’algtbre des fonctions de Schur. 
An explicit calculation of distributions of order statistics on colored permutations is derived 
by means of the Schur function algebra. 
1. Introduction 
L’ttude des statistiques d’ordre sur le groupe symetrique remonte a MacMahon 
[24-271, qui a introduit les notions de nombre de descentes (‘des’) et d’indice 
majew (‘maj’) pour une suite finie de nombres et calcule les premieres series 
generatrices. Le polynome generateur du groupe des permutations par nombre 
de descentes est le polynSme eulkrien [12]. Le polynome q-eulerien est le 
polynome gtnerateur pour le couple (des, maj) [3-51. Avec la statistique nombre 
des inversions, on obtient un autre polynome q-eulerien [8, 11, 33, 371. Un pas 
decisif a CtC fait par Garsia et Gessel [15] ( voir aussi [28]), lorqu’il ont trouve la 
bonne normalisation des series de faculte a considerer. 11 fallait prendre des 
produits de deux q-factorielles montantes. Pour chaque permutation o on peut, 
en plus, introduire le nombre de descentes et l’indice majeur de l’inverse CT-‘, 
notes ides u et imaj u. La distribution du 4-vecteur (des, ides, maj, imaj) est alors 
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calculable [15, 281, ainsi que son groupe de symetrie [12]. D’autres resultats 
paralleles ont CtC obtenus par differents auteurs [6-7, 16, 29, 361. 
C’est, en fait, l’etude approfondie de l’algebre combinatoire des tableaux 
realike par Schtitzenberger [19-22, 34-351, qui a permis une insertion complete 
du calcul des statistiques d’ordre sur le groupe des permutations dans l’algebre 
des fonctions symetriques. 11 devenait enfin possible d’utiliser toute la richesse de 
cette derniere algebre et de puiser les ingredients utiles dans les ouvrages 
classiques [17, 23, 36, 381. 
Les deux auteurs du present article ont ainsi utilise l’algebre des fonctions de 
Schur pour reprendre le calcul de Garsia-Gessel [15] et l’indrer dans son cadre 
nature1 [9]. La distribution du 4-vecteur (des, ides, maj, imaj) peut Ctre evaluee 
pour une classe d’objets plus importante que la classe des permutations. On 
obtient ainsi des extensions des formules classiques sur les series 
hypergeometriques basiques au cas de plusieurs bases. 
Plus recemment, Remmel [32] a prolonge ces precedents travaux et calcule des 
distributions explicites de statistiques d’ordre sur des bipermututions. (La 
definition sera rappelee ci-dessous.) 11 s’est appuye sur l’algebre des fonctions de 
Schur (k, l)-crochets, introduite par Berele et Regev (cf. [l-2, 30-311). 11 ne 
semble pas que ces fonctions de Schur (k, I)-crochets apportent quelque chose de 
vraiment nouveau d’un point de vue combinatoire. Elles ont dependent permis a 
Remmel d’imaginer ce nouveau concept de bipermutation et de l’exploiter. 
Le but du present article est de calculer la fonction generatrice de plusieurs 
statistiques d’ordre sur des objets combinatoires plus gbneraux que les biper- 
mutations appeles permutations (k, l)-color& 11 s’agit simplement de triplets 
t = (a, a, b), ou u est une permutations de l’intervalle [n] = { 1, 2, . . . , n} et ou 
a=@,, . . .) ak) et b = (b,, . . . , b,) sont deux suites de k et 1 entiers positifs de 
somme it. Les suites a et b servent a cloisonner les deux mots a(l)a(2) * * - u(n) 
et u-‘(l)~-~(2) * - - u-‘(n) en k et 1 facteurs, respectivement. Notre but est non 
seulement de faire le calcul explicite des distributions de statistiques d’ordre sur 
ces permutations colorees, mais de montrer que ce calcul repose entierement sur 
l’algebre des fonctions de Schur ordinaires, en faisant appel a une simple 
extension de la correspondance de Robinson-Schensted. 
On trouvera dans la prochaine section la definition des statistiques d’ordre 
considerees ici, ainsi que le resultat principal de cet article (Theoreme 2.1). Le 
calcul sur les fonctions de Schur necessaire pour Ctablir ce theoreme est consigne 
dans la Section 3. Les objets combinatoires qui set-vent de support a ce calcul sont 
des tableaux gauches dune forme particulibre. A partir de la formule de Cauchy 
sur les fonctions de Schur, on obtient d’abord une expression pour la fonction 
generatrice de cette classe de tableaux gauches (cf. Proposition 4.1). 11 reste a 
Ctablir une bijection entre cette classe de tableaux gauches et les permutations 
(k, I)-colorees pour montrer que l’expression trouvee est aussi la fonction 
generatrice des permutations (k, l)-colorees. Ceci est don& dans la Section 5. 
Nous avons reproduit dans la dernike section certaines specialisations des 
formules obtenues. 
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2. Permutations (k, I)-colorkes 
Quand U est une permutation de l’intervalle [n], la ligne de route Ligne a, la 
ligne inverse de route Iligne a, la coligne de roufe Coligne u et la coligne inverse 
de route Icoligne U sont habituellement definies [13, 141 par 
Ligne u = {r: 1 <r S n - 1, u(r) > u(r + 1)); 
Iligne u = Ligne a-‘; Coligne u = [n - l] \Ligne a; 
Icoligne u = [n - l] \Iligne u (= Coligne a-‘); 
ou u-l designe l’inverse de u. Le cardinal de Ligne u et la somme des elements 
de Ligne u sont respectivement appeles nombre de descentes et indice mujeur de 
u. 11 y a des definitions analogues pour les autres lignes de route. 
On peut prolonger la definition de ces lignes de route aux permutations 
(k, I)-colorees. Soit t = (a, u, b) une permutation (k, I)-coloree; son inverse est 
la permutation (I, k)-coloree t-l = (a-‘, 6, a). 11 est commode de poser aO= 
b0 = 0 et de noter aj et bj les sommes parfielles ai = a, + . . . + ui (0 c i <k) et 
bj=b,+.. *+bj(O~j~l). 
Les suites u et b determinent des sous-intervalles de [n] dans lesquels les 
differentes lignes de route peuvent aussi Ctre definies: pour chaque i = 1, . . . , k 
et j= 1,. . . ,l on pose: 
Ligne, t = {r: Ui-r + 1 G r S ai - 1, u(r) > u(r + 1)); 
COligne, r= [ai_* + 1, Ui - l]\Ligne, t; Ilignej t = Lignej t-l; 
Icolignej r = Colignej r-l = [bj-1 + 1, bj - l] \Ilignej t. 
Autrement dit: 
Ilignejt={s: bj_l+l<s s bj - 1, U-‘(S) > U-l(S + 1)). 
Exemple 2.1. Soient n = 12, (k, I)= (3, 2), a = (5, 4, 3), b = (7, 5) et t= 
(a, a, b) la permutation (k, I)-coloree d’ordre n 
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
u= 6 1 4 10 5 2 11 9 8 3 12 > 7’ 
Les elements de Ligne, r (i = 1, 2, 3) sont reproduits en gras. Puisque u(9) = 8 > 
3 = u(lO), l’entier 9 est bien un element de la ligne de route de u, mais non pus 
de Ligne, t. 
La permutation u-’ s’ecrit: 
U-r 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 = 2 6 10 3 1 12 9 8 4 7 12 > 1 ’ 
Les elements de Lignej r-l (j = 1, 2) sont Cgalement reproduits en gras. 
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A chacune de ces lignes de route correspond un nombre de descentes et un 
indice mujeur definis comme suit: 
desi t = 1 Ligne, rI ; maj, r = C {r - a,_r: r E Ligne, r}; 
codesi r = 1 Coligne, rI ; comaji r = C {r - a,_r: r E Coligne, r}; 
idesi t = lIlignej r( ; imajjt=C{r-bj_,:rEIlignejt}; 
icodesj t = lIcolignej tl; iCOmajj t = C {r - bj-1: r E Icolignej t}. 
11 faut remarquer que les indices majeurs relatifs au iieme (resp. jieme) 
compartiment de o (resp. a-‘) sont des sommes d’entiers de l’intervalle [ui] 
(resp. [bi]). Dans l’exemple ci-dessus, on a ainsi: maj, t = 1 + 4 = 5; maj, t= 
(7 -5) GS<S - 5) = 5; maj, t = 
Posons finalement: 
I = S~P~ji~; 
gj(t) = tjd,,,,qjm%z; 
Du fait du cloisonnement, 
11 - 9 = 2. 
fl(r) = Syde%>Fmaj,‘; 
g;(t) = tTqpmajj: 
plusieurs lignes de route (une par compartiment) 
doivent Ctre considerees. Pour chaque compartiment, on peut s’interesser, en 
fait, soit 3 la ligne de route, soit a la coligne de route. On peut done definir 2k 
types de ligne de route pour la permutation coloree r et 2’ pour t-r. On est done 
amen6 a introduire deux partitions ordonnees K = (K,, K2) et L = (L,, L,) des 
intervalles [k] et [I], respectivement (I’un des blocs Kr ou K1, L1 ou L2 pouvant 
Ctre vide). Ce choix de K et L &ant fait, on pose: 
h(K, L; r) = n f;(r) IYI f;(r) j13, gjtt) ,sE, gi’<z>. 
ieKl ieKz 
L,es suites de couleurs a, b &ant fixees, on forme alors le polynome: 
P(a, b) = P(a, b; K, L; s, f, p, q) = x h(K, L; (a, a, b)). (2.1) 
osu;, 
Lorsque toutes les variables Si et tj sont Cgales a 1, on pose: 
P(a,b;K,L;p,q)=P(Q,b;K,L;l,l,p,q). (2.2) 
Le reste de particle est consacre au calcul de la fonction gtneratrice des 
polynbmes P(u, b). Cette fonction generatrice s’exprime B l’aide des series 
hypergeometriques a deux classes de bases. 11 est done utile de rappeler les 
notations usuelles utilisees dans l’etude de ces series, comme la q-factorielle 
montante: 
(K q)n = (t; _ u)(l _ uq) . . . (I- uqn--l), 
sin =O; 
sinal; 
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ainsi que la ql, q,-factorielle: 
1 
1, si r ou s est nul; 
(a; 419 q2h,s = n n (1 - aq’;‘qi;‘), si r, s 3 1; 
1sirr lSj=sS 
(ai 41,42)-F Ts = lida; 41, q2)r,s =rJ ,rp~q;-lP). 
- / 
On utilisera Cgalement les notations abregees pour les produits: 
A“ = n A;l, B”= I-J BfJ, 
l&S/C lSi4 
(P;P)a = ,<V<, (Pi;PiL7 (s; P).+z = 
_- 
,rIk (SiG Pi)a,+lr 
_- 
(~AKBL;P, q)c+l.d+l= II (uAiBj;Pi, qj)q+l,d,+lp 
icK,jsL 
(&&;p, !7)m,~ = JIL (UAJj; Pi, qj)-,-* 
Dans les identites (2.3) et (2.4) ci-aprbs, la premiere sommation est faite sur 
tous les entiers n positifs. Pour n 2 0 fixe, la seconde sommation est &endue a 
toutes les paires (a, b) de suites d’entiers a = (aI, . . . , uk) et b = (bl, . . . , b,) 
satisfaisant & Ui = Cj bj = n. Finalement, la paire (c, d) varie dans l’ensemble de 
toutes les suites c = (cl, . . . , ck) et d = (d,, . . . , dl) de k et I entiers positifs, 
respectivement . 
T&or&me 2.1. La fonction gtntrutrice des polynbmes P(a, b) est don&e par: 
c 24” cAUBb P(a, b; K L; s, t, P, q) 
n a.6 
(s.p) > a+1 , @. q) b+l 
(2.3) 
et 
IX tin =AaBb P(a, b; K L; P, q) n a,b (P PI (4’ 4) 7 P 7 b 
(2.4) 
On obtient la seconde identite a partir de la premiere en multipliant celle-ci par 
(1 - SJ et en faisant sl = 1, puis en recommencant ces deux manipulations pour 
chacune des autres variables Si et tj. 
Dans le membre de droite de (2.3) et de (2.4), les bases pi, qj apparaissent par 
paires, tandis que des q-factorielles montantes ordinaires apparaissent dans le 
membre de gauche. Ces deux for-mules peuvent Ctre considerees comme des 
formules de transformation dune serie hypergeometrique basique bivurie’e n une 
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serie de la classe des skies hypergeometriques univarikes a plusieurs bases. 
L’identite (2.4) peut aussi Ctre vue comme une extension de l’identite q- 
binomiale a plusieurs bases [9]. 
Dans le cas k = I = 2, K1 = {l}, K2 = {2}, L, = {l}, L2 = {2}, on retrouve les 
identites de Remmel sur les bipermutations. 
3. Les fonctions de Schur 
Nous renvoyons au livre de Macdonald [23] pour toutes les propriCk% 
concernant les fonctions de Schur. L’identite de base sous-jacente a tout le calcul 
qui va suivre est l’identite de Cauchy pour les fonctions de Schur S*(x), ainsi que 
l’identite duale. Elles s’tcrivent: 
lj (l -xiYj)-' = 7 sA(x)sA(Y); (3.1) 
fi (I+ xiYj) = 7 sA(x)s*‘(Y); (3.2) 
i.i 
la sommation portant sur l’ensemble de toutes les partitions A d’entiers et A’ 
designant la partition conjugde de A (voir [23, p. 331). 
Nous aurons aussi besoin des fonctions de Schur gauches S,,&) associees aux 
diagrammes gauches v/O. Lorsque v/6 est le produit d’un nombre fini de 
diagrammes de Ferrers yf 8 = @j Ai,i = Ai, 1 8 * . .@I hi,,, il rCsulte de la definition 
des fonctions de Schur que l’on a l’identite: 
&J&,(X) = %&) * * - &,,W. (3.3) 
En plus des notations donnees dans la section 2, nous introduisons deux familles 
de variables (Ai) et (Bj), ainsi que k + 1 ensembles de variables r@) = 
(xl”, xy’, . . .) (1 6 i s k) et y(j) = (y\“, y$j’, . . .) (1 Gi <I). Pour tout couple 
(i, i) posons: 
Sch(i, i) =pF (1 - uAiBjX$)Y~‘)-‘, 
SCh’(i, i) = n (1 + uAiBjX$‘Yf’). 
P.4 
(3.4) 
(35) 
Les partitions K = (K,, KJ et L = (L,, L,) de [k] et [I] &ant don&es, on pose 
pourr,s=1,2 
Sch(K,, L,) = n Sch(i, i), (i, j) E K, x L,, (3.6) 
i,i 
Sch’(K,, L,) = n Sch’(i, i), (i, i) E K, X L,. (3.7) 
i,i 
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D’abord les deux identites de Cauchy (3.1) et (3.2) peuvent Ctre r&rites: 
Sch(i, j) = z U”I,J F (Ai~j)‘*i,“S*i,,(X’~~)~*,,j(Y”‘), (3.8) 
Sch’(i, j) = z U”I.J $ (Ai~j)‘*l,~‘S*,,j(X”‘)s,z,(y”‘), 
‘.I 
(3.10) 
ou la seconde sommation dans chaque identite est sur toutes les partitions Ai,j de 
l’entier ni,j 
Maintenant exprimons chaque Clement du produit 
Sch(K,, Lr)Sch’(K,, &)Sch’(K,, L,)Sch(K,, L,) 
comme somme infinie de fonctions de Schur a l’aide des identites (3.8), (3.10), 
(3.11) et (3.9), respectivement et calculons ce produit. On obtient: 
Sch(K,, L,)Sch’(K,, L,)Sch’(K,, LJSch(Ka, LJ 
x n n ~A~,,(X”‘)~A~,,(Y’“) n n ~*;,,(X”‘PA;i(Y”‘) 
iEK2 jeL, isKz jEL2 
= C U” 2 n (AiBj)‘*c’J’ iII, n S*,,,(X(‘)) J12 IJ s*:,,(X(‘)) 
n (*ii.,) i.j j 
x jrI, lyt S*,,,(Y”‘) ,rI; l-I S*;,,(Y”‘). (3.12) 
I 
Soit, d’aprbs (3.3) 
Sch(K,, Lr)Sch’(Kr, Lz)Sch’(K,, L)Sch(Kz, Zq) 
= C un (7) G (AiBj)‘*i,J’ JI, ‘ej*i,i(x(‘)) JI, ‘~,*~,,(x(~)) 
n ‘.I 
x n, &3,*,,(Y”‘) n &,*;,(Y”‘). 
I’EL.2 
(3.13) 
Dans toutes ces sommations, la matrice (Ai,j) varie dans l’ensemble de toutes les 
matrices k X 1 dont les coefficients Ai,j sont des partitions satisfaisant Ci,j IAi,jI = n. 
Prenons maintenant pour xci) et y”’ les ensembles finis 
{Xp’ X2!, >..., , } et {y? Y% ,-.-, , > 
et faisons les substitutions x?t~I-’ (resp. yj”+qf-‘) dans (3.13). Compte-tenu 
des notations (3.4)-(3.7) et de nos conventions sur les produits, on obtient 
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l’identite: 
Multiplions les deux membres par s”td et sommons sur toutes les suites 
c = (Cl, . . . , c,J et d = (d,, . . . , dJ d’entiers positifs. Le premier membre de 
(3.14) devient alors identique au second membre de (2.3). 
4. Tableaux gauches 
Nous reprenons les conventions habituelles sur les formes gauches v/e, qui 
sont des differences ensemblistes de deux diagrammes de Ferrers Y et 0. Si la 
for-me v/f9 contient n points et si Z est un ensemble fini d’entiers de cardinal n, on 
construit un tableau gauche T, de forme v/e et de contenu Z en placant les II 
entiers de Z sur les n points de la forme de facon a obtenir une croissance stricte 
dans chaque ligne (de gauche h droite) et dans chaque colonne (de bas en haut). 
11 est commode d’ecrire: 
Cont T = Z, ITI = de. 
Lorsque Cont T = [n], on dit que T est d’ordre n. 
La ligne inverse de route d’un tableau T, de contenu Z et de forme v/e est 
definie comme l’ensemble de tous les entiers k tels que k et k + 1 apparaissent 
dans T, l’entier k + 1 &ant situ6 plus haut que k dans T. On note Iligne T la ligne 
inverse de route de T. Comme de coutume, le transpose’ T’ d’un tableau T est 
obtenu par reflexion de celui-ci par rapport a la diagonale principale. 
Par exemple, les tableaux 
6 
P,,, = 1 4 5 p2,1 = 2 P3J=3 7 
sont de for-me A,,, = (3, l), A2,1 = (1) and 3L3,i = (2), respectivement. Le tableau 
6 
1 4 5 
T= 
2 
3 7 
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est d’ordre 7 et de forme ITi1 = A,,, 8 A2,i @ A3,i. On l’obtient a partir des 
precedents tableaux de facon Cvidente. La notation: 
n’est done pas ambigue. Les elements de Iligne T ont et6 reproduits en gras 
(Iligne T = (3, 5)). 
Soit T un tableau gauche d’ordre II. Par analogie avec les permutations 
colorees, on pose: 
ides T = 1Iligne TI; imaj T = c {r: r E Iligne T} ; 
puis: 
e.(T) = ,id-Tp;“aj’; Gj( T) = ,jd”“=~;“‘-‘_ (4. I) 
Les suites u = (a,, . . . , uk) et b = (6,, . . . , b,) &ant donnees, on considere 
l’ensemble A(a, b) des matrices (Ai,j) d’ordre k X I dont les coefficients sont des 
partitions satisfaisant les relations 
I&,11 + ’ . * + lk,rl = ai, lAI,jI + . . . + lA,,jl = bj (4.2) 
pourchaquei=l,..., ketj=l,... , 1. On forme ensuite l’ensemble Y(Ai,j) de 
toutes les suites (T, U) = (T,, . . . , T,, U,, . . . , U,) de (1+ k) tableaux gauches, 
respectivement d’ordre bI, . . . , bl, a,, . . . , uk et de forme 
ITI = 3Ll.j 8 * ’ . 8 Ak,j, lU,l=Aj,l@“*m@Ai,I, (4.3) 
pourj=l,.. .,Ieti=l,. . . ,k. 
Relativement a la paire de partitions K = (K,, K2) et L = (L,, L2), une telle 
suite (T, U) de tableaux gauches est munie d’un poids dtfini par: 
H(K, L; T, U) = n e(Q) JJ, I$( Uf) n Gj(q) JJ Gj(T;). 
isKI ieKZ jsh j=L2 
On se propose de calculer la fonction generatrice des suites (T, V) par rapport a 
ce poids. 
Dans la proposition suivante, la paire (a, b) &ant fixbe, la premiere sommation 
est sur toutes les matrices (Ai,j) appartenant a A(a, 6) (cf. (4.2)) et la seconde sur 
les paires (T, U) de l’ensemble Y(Ai,j) (cf. (4.3)). Enfin, la paire (c, d) est 
etendue a toutes les suites c et d d’entiers positifs respectivement de longueur k et 1. 
Proposition 4.1. On a l’identite’: 
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Cette proposition est une consequence banale du lemme suivant deja prouve 
dans [9, theoreme 4.11, qui s’enonce comme suit: 
Lemme. Soit v/e un diagramme gauche de n &ments. On a alors l’identite’: 
c == c tdSy,o(l, q, q2, . . . , qd), 
T (t; q)n+l d 
oii la premibre sommation est sur tous les tableaux d’ordre n, de forme v/e et la 
seconde sur tow les entiers d 2 0. 
Multiplions l’identite (4.4) par u”A“B* et sommons par rapport aux paires 
(a, b) d’entiers de somme n, puis par rapport a n 2 0. En remarquant que 
AaBb = fl (AiBj)lA~~jl, 
i,i 
on obtient: 
= F IP C fl (AiBj)'AiJ C .ftd 
(kj) id c.d 
x n s,*,i(l, Pi, - * . J Pr’) n s8jl~,,(1~ Pi, f . . P P;‘) 
ioK ieKz 
x fl S@jhJ1* qj9 . * * 7 4:) n s@j*,j(19 qj, * * * 9 qid,)- (4.5) 
js.5 iaL. 
Le second membre de (4.5) n’est autre que la somme sur c et d du produit du 
second membre de (3.14) par le monome s’t’. Par consequent, 
= 5 s.td’,~;;;;;;7 ~~~~::s:~~~~~~~~,~~~~~~+l 
I ’ 
En comparant avec l’identite (2.3) 5 dtmontrer, il reste done a Ctablir: 
P(a, 6;K, L; s, t, p, q) = c c fW, L; T, W. 
(kj) CTsu) 
(4.6) 
(4.7) 
5. La bijection 
Soit r = (a, a, 6) une permutation (k, I)-coloree. Pour chaque couple (i, j) tel 
que lGi<k et ICI- ’ -C 1 notons hj I’ensemble de tous les entiers de l’intervalle 
[U~_~ + 1, ai] qui sont envoy& par o dans [bj-1 + 1, bj]. Notons rij la restriction 
de o a hj,, qui envoie done bijectivement Zi,j sur Ji,j = o(J,j). 
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Si on reprend l’exemple 2.1, les bijections ri,j et leurs inverses tCy) sont donnees 
par: 
Lorsque les elements de & (resp. Ji,j) sont Ccrits en ordre croissant (comme 
dans les lignes du haut des precedentes matrices), les lignes du bas forment des 
mots que l’on designe par les memes symboles ri,j (resp. tu’). On note 
maintenant rl, t2, . . . , q (resp. r;‘, t;‘, . . . , t;‘) le produit de juxtaposition 
des mats: 
zj = t,,jZ,,j ' ' ' rk,j; 
tT'= +;;. . . -1 
ti,k 9 
pourj=l,. . . ,Iet i=l,. . . , k. 
Dans l’exemple trait6 ci-dessus, on a: 
r1 = 6, 1, 4, 5, 2, 3, 7; t2 = 10, 11, 9, 8, 12; 
r1 -i = 2, 3, 5, 1, 4; r;’ = 6, 9, 8, 7; t;’ = 10, 12, 11; 
oti, dans chaque mot, les elements de la ligne inverse de route ont ete reproduits 
en gras. On peut constater que l’on a: Ligne, r = Iligne t;’ = (1, 4}, Ligne, r = 
Iligne r;’ = (7, S}, Ligne, t = Iligne r;’ = {ll}, Iligne, t = Ligne, t-l = Iligne 
tl = (3, S}, Iligne, r = Ligne, t-l = Iligne t2 = (8, 9}. 
Le resultat est general et simple a verifier. Nous nous contentons d’enoncer 
cette propriete sans demonstration. 
Proposition 5.1. Pour tout i = 1, . . . , k et j = 1, . . . , 1 on a: 
Ligne, t = Iligne t; ‘; Iligne, t = Iligne tj. 
(5.1) 
Nous sommes maintenant en mesure de demontrer (4.7) et par la m&me le 
Theoreme 2.1. 11 s’agit de construire une bijection entre permutations (k, I)- 
colorees et tableaux gauches de la classe S(Ai,j) oii (Ai,j) E A(u, b) (cf. (4.2) et 
(4.3)). 
Thkorkme 5.2. A toute permutation (k, l)-color6e z = (a, a, 6) correspond de 
faGon biunivoque : 
(i) une familfe (n,) (1 c i s k; 1 pi c I) de diagrammes de Ferrers tels que pour 
144 J. D6sarmhtien, D. Foata 
touti=l,... ,ketj=l,..., fonaitlesrelations: 
IAi,Ig + . * ’ + IAi,ll = ai, lAl,jl + * * * + lA/c,lgl = bj, 
(ii) ulze suite (T, U) = (T,, . . . , T,, U,, . . . , U,) de (I + k) tableaux gauches, 
d’ordre bl, . . . , b,, aI, . . . , ak et de forme 11;.1 = 3Ll.j 63. * * @ &, lUil = Ai,l 63 
. . - 8 Ai,*, ayant la propri&e’: 
Ilignej r - bj_l = Iligne q, Lignei t - Ui-1 = Iligne Ui (5.2) 
pourtoutj=l,..., leti=l,..., k. 
L’ingredient de base de cette bijection est la correspondence de Robinson- 
Schensted (cf., par exemple, [18, p. 48-721 pour un excellent expose de la 
question), que l’on prolonge a l’ensemble des tableaux gauches. Soit Bij(Z, .Z) 
l’ensemble de toutes les bijections d’un ensemble fini Z sur un ensemble .Z. La 
correspondance de Robinson-Schensted p envoie bijectivement Bij(Z, .Z) sur 
l’ensemble de tous les couples (P, Q) de tableaux injectifs, de mCme forme A, le 
contenu de P (resp. Q) &ant .Z (resp. I). Soient o E Bij(Z, J) et p(a) = (P, Q). 
Alors p a la propriete supplementaire suivante: 
Iligne u = Iligne P et Iligne o-l = Iligne Q. 
Partons done dune permutation (k, Z)-coloree r. Associons-lui la famille des 
bijections (ri,j : Zi,j+.Zi,j) comme il a CtC decrit plus haut. La correspondance de 
Robinson-Schensted envoie chacune des bijections ti,j sur un couple (s,j, Qi,j) de 
tableaux (droits) de la mtme forme, dont les contenus et les lignes inverses de 
route sont donnes par: 
Cont &,j = Ji,j, Cont Qi,j = Zi,j, 
Iligne ti,j = Iligne Pi,j, Iligne rci = Iligne Qi,j 
Soit &_la forme commune de Pi,j et Qi,> Les tableaux gauches T = Pl,j @ * * * 8 
Pk,j et G = Qi,l @ * . * 8 Qi,l sont alors de forme A,,j @ * * * @ Ak,j et Ai,i @ * * * @ 
Ai,!, respectivement. De plus, 
Cont $ = 2 Ji,j = [bj_1 + 1, bj], Cont Vi = C Zi,j= [Ui-i + 1, Ui] 
I i 
et done ]Ai,j] + * * * + IA,j) = bj, lAi,ll + * * * + (&,[I = ai. 
Pour chaque i = 1, . . . , k soit Iligne(+ Pi,j) (resp. Iligne(+ ri,j)) l’ensemble de 
tous les entiers s dans [bj_l + 1, bj - l] tels que s soit dans Pi,j (r-p. soit une 
lettre de qj) et tels que (s + 1) apparaisse dans Pi,,j (resp. clans ri*,j) pour un 
certain i’ < i. Comme dans le produit Pl,j @ * . * 63 Pk,j le tableau Pip,j se trouve en 
haut et a gauche de Pi,j si i’ < i, on a: Ci Iligne(+ ri,j) = Ci Iligne(+fi,j). Par 
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suite: 
Iligne T = Iligne Pl,j 63 . . . @ Pk,j = x Iligne Pi,j + C Iligne(+ Pi,j) 
I I 
= C Iligne ti,j + C Iligne(t ri,j) 
I I 
= Iligne tl,j * * * tk,j = Iligne rj = Ilignej r, 
d’aprk (5.1). De la mCme maniere, Iligne 4 = Ligne, t. 
On obtient enfin la suite (T, U) = (T,, . . . , T,, U,, . . . , U,) en partant de la 
suite (Tr, . . . , T;, U,, . . . , uk) et en remplacant chaque Clement r du tableau T 
(resp. 4) par l’element r - bj_r (resp. r - ai-1). Les tableaux qui en resultent 
sont dOrS d’ordre bl, . . . , b,, al, . . . , ak. Les relations (5.2) sont alors verifiees. 
Ceci achbve la demonstration du Theo&me 5.2. 
Illustrons la construction du precedent theorbme a l’aide de l’exemple 
considere tout au long de cet article. Les differents elements zij sont envoy& SW 
les couples de tableaux: 
rz,r~ (P,,,, Q,,I> = (2, 6); ~2,2- (P,,,, Q2.2) = 9 8 
( 1 
; 
8, 7 
t3,1- U’31, Q3,d = (3 7, 10 12) t3,2 - tp3.2, Q32) = (12, 11)- 
D’ou l’on a: 
6 
3 
1 4 5 
T,= 
2 ; 
G= 
3 7 
2 
lJ,=1 3 5 ; 
4 
6. Spikialisations 
1 
4 
u, = 
3; 
2 
4 
2 ; 
1 
5 
u3 = 
1 3 
2’ 
Dans [9] les identites Zin&zaires sur les fonctions de Schur avaient CtC exploitees 
pour obtenir des identites sur les polynomes generateurs des involutions par 
rapport a des statistiques d’ordre. Remmel [32] a prolong6 ces resultats au cas des 
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bipermutations (a, a, b) pour lesquelles u est une involution. Suivant la methode 
developpee dans cet article, on peut obtenir des identites concernant les 
involutions (k, I)-colorees, pour une paire (k, 1) quelconque. Nous ne le ferons 
pas ici. En revanche, nous aimerions donner quelques specialisations des 
formules (2.3) et (2.4). 
Convenons d’ecrire des,,, maj,, . . . , pour des,, maji, . . . , lorsque les nombres 
de descentes et les indices majeurs sont calcules par rapport a la partition Q. 
Prenons d’abord K = ({I}, (2)) L = ({l}, O), p uis faisons les substitutions 
Btl, A2tz, AItl, pItql, p2tq1, qtq2 dans l’identite (2.4). Celle-ci 
devient: 
(6.1) 
c’est-a-dire l’extension a deux bases de la formule q-binomiale avec 
l’interpretation combinatoire 
interpretation differente de celle trouvee dans [9]. 
Posons maintenant: 
A&, q) = c Sdesoqimajo; B,(s, q) = c Scodesoqimago. 
oe9” OC9” 
L’identite (2.3) se specialise aisement en: 
c ldn -A,&, q) = 1-S 
n (4;q)ll --s + (u(1 -s); q)m ’ 
c Z/J - B,(& 4) = 
1-S 
n (4;q)n --s + (-u(1 -s); q&l ’ 
(6.2) 
(6.3) 
deux expressions bien connues pour les q-analogues des polynomes euleriens [8, 
371. A leur tour, (6.2) et (6.3) se reduisent a l’identite classique donnant la 
fonction generatrice des polynbmes euleriens ordinaires. 
Prenons maintenant K quelconque et L = ({l}, 0). De plus, si Ci a, = n, 
posons: 
P,(s, q) = 2 ( n sf-+n syd.“~~)q~ma’~. 
osu;, isKl 
On deduit aisement de (2.3), (6.2) et (6.3) la relation: 
(6.4) 
Cette demibre relation peut s’etablir directement si l’on se souvient [13] que sur 
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le groupe Ynp,, les paires de statistiques (des, inv), (des, imaj) et (ides, maj) (oh 
l’on a notC ‘inv u’ le nombre d’inversions de a) sont identiques. I1 suffit, en effet, 
d’ktablir (6.4) pour les statistiques: (desJieK,, (codes,,)i,K2, inv. 
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